1)

a)

bj

2)

a)

b)

Bizonyitasok
Megoldasok

a) Ertelmezziik a valés szamok halmazian az [ fiiggvényt az
f(x)=x®+ kx® + 9x képlettel! (A k paraméter valés szimot jeldl).
Szamitsa ki, hogy k mely értéke esetén lesz x=1 a fiiggvénynek
lokalis szélsoértékhelye a fiiggvénynek!
.illapitsa meg, hogy az igy kapott k esetén x =1 a fiiggvények lokalis
maximumhelye vagy lokalis minimumhelye!
Igazolja, hogy a k ezen értéke esetén a fiiggvénynek van masik

lokalis szélsoértékhelye is!

(11 pont)

b) Hatdrozza meg a valés szamok halmazan a g(x)= x* - 9x* képlettel
értelmezett g fiiggvény inflexios pontjat!

Megoldas:
A differencialhato f flggvénynek az x =1 akkor lehet szélsoértékhelye, ha itt

az elsd derivaltja nulla

Mivel f'(x)=3x" +2kx+9

Ezért f'(1)=3+2k+9=0

Innen k=-6

Erre a k értékre f'(x)=3x"-12x+9

A masodfok( polinom szorzatalakja: f'(x)=3-(x-1)-{x-3)

Az x =1 helyen a derivalt pozitivbol negativba valt
ezeért 1tt az fitggvénynek lokalis maximuma van
A derivalt x =3 helyen negativbdl pozitivha valt

ezért itt az f[fiiggvénynek lokilis minimuma van

Lasd: Filiggvenyek — Analizis 7. feladat

Adott f és g fiiggvény.

fi+ D, =R\{k—g;kez} x i (tgx + ctgx) - sin2x

a) Igazolja, hogy az igy definialt f fiiggvény konstans!

g: D =[-T;7] x> x*-6|x]

b) Szamitsa ki g fiiggvény zérushelyeit!
c) Adja meg g fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
Az értelmezési tartomanyon minden x esetén

sin x " COS X

f[x‘}={lg,x+::tgx]-sin2x=[ :
cosx sinx

sin" x+cos' x . .
= — -28INXCO08 X =
sinx-cos x

=2
Lasd: Filigguények — Analizis 10, feladat
Lasd: Filggvenyek — Analizis 10. feladat

]-5in2x=

Osszesen:

(S pont)

(1 pont)
(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)
(1 pont)
(2 pont)
(1 pont)
(1 pont)
(1 pont)
(1 pont)

16 pont

(3 pont)

(3 pont)
(6 pont)

(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

Osszesen: 12 pont



4x® 3x* 2x
o +

3) Legyen f(x)=- - a, ahol a pozitiv valés szim és x e R.

a a a
a) Igazolja, hogy I_f{x}d'.x =—a’+al (6 pont)
0
b) Mely pozitiv a szamokra teljesiil, hogy I f(x)dxz07? (4 pont)
o

c¢) Az x mely pozitiv valés értéke lesz a g(x)=-x"+x fiiggvények

lokilis (helyi) minimuma? (6 pont)
Megoldas:
a) Az ffluggvény integralhato.
ik o | 2 e i 2 ]
[_4.#: | 3x +2x_ﬁ]dx:{_x_+x—+x——ax] it (4 pont)
4 a a a a a da M
4 A b
L e e T (1 pont)
ol i i
=-a’+a (1 pont)

b) Ldasd: Fiigguények — Analizis 11. feladat
c) Lasd: Fiigguények — Analizis 11. feladat )
Osszesen: 16 pont
4) Az ABCD konvex négyszog oldalegyeneseinek egyenlete rendre:
DA:3x-4y-20=0 AB:3x+5y-20=0
BC:4x-3y+12=0 CD:5x+3y+15=0

a) Igazolja, hogy a négyszog atléi az x és az y tengelyre illeszkednek,

tovabba, hogy ennek a négyszignek nincs derékszioge! (8 pont)
b) Bizonyitsa be, hogy a négyszog hirnégyszog! (8 pont)
Megoldas:
a)

Az egyenes x tengelyen lévo pontja | y tengelven lévd pontja
DA:3x-4y-20=0 [gg;ﬂ] (0;-5)
AB:3x+5y-20=0 gg;ﬂ) (0;4)
BC:4x-3y+12=0 (-3:0) (0;4)
CD:5x+3y+15=0 (=3;0) (0;=5)

A DA es az AB egyvenesek metszéspontja az x : vé 1

v

tengely A= [23'3

(1 pont)

;{]J pontja.

Az AB és a BC egyenesek metszéspontja az y 1
tengely B =(0;4) pontja. (1 pont)

A BC és a CD egyenesek metszéspontja az x
tengely C =(-3;0) pontja. (1 pont)
A CD eés a DA egyenesek metszéspontja az y
tengely D =(0;-5) pontja. (1 pont) I




D)

S)

A csucspontok alapjan belattuk, hogy az ABCD négyszig AC atloja az x, a

BD atloja pedig az y tengelyre illeszkedik (1 pont)
Felirjuk az oldalegyeneseket és egy-egy normalvektorukat (2 pont)
AZ egyVenes egy normalvektor
DA:3x-4y-20=0 (3;-4)
AB:3x+5by-20=0 13:5)
BC:4x-3y+12=0 (4;-3)
CD:5x+3y+15=0 (5:3)

A normalvektorok kozott és ezért az egyenesek kiozt sincs két egymasra
meroleges (skalarszorzatuk nem 0), ezért az ABCD négyszognek nincs
derékszoge (1 pont)
Legyven vy = BCD< és o= DAB<«

Vektorok skalarszorzataval fogjuk kiszamitani két szemkozti szog

koszinuszat. cosy = ,_E juie (1 pont)
(cBljcD]

ahol CB =(3:4) és CD =(3;-5) (1 pont)

CB-CD=-11, |CB|=5 és |CD|= /34 (1 pont)

COSY = _ i (1 pont)
5J34

casa-—-M.ath E:[—ﬂ;ﬂ és AD = [—§;—5J (1 pont)
|AB||AD -3 3

AE-AE'I—E |AB| E |c1:i[:23_5 (1 pont)

COSQl = — = 1 pont
=7 p

A y és az o szogek tehat kiegészité szigek, az ABCD négyszog

hirnégyszog. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

Az A pont helyvektora: OA(lga;lgh); a B pont helyvektora:

ETB{IE nh;lgi), ahol a és b olyan valés szamokat jelolnek, melyekre
a

O<a<l,illetve 1< b teljesiil.
a) Bizonyitsa be, hogy a B pont mindkét koordinataja nagyobb az A

pont megfelelo koordinatainal! (3 pont)

b) Bizonyitsa be, hogy az OA — OB vektor meréleges az OA vektorra!
(3 pont)
c) Mekkora az OA és OB vektorok hajlisszége? (4 pont)

d) Legyen a =%, b pedig jeldljon tetszéleges 1-nél nagyobb valés

szamot. Adja meg (egyenletével, vagy a derékszégi koordinata-
rendszerben abrazolva) az A, illetve B pontok halmazat! (6 pont)



Megoldas:

a)

b)

Mivel lgab=1ga +1gb, és 1gE=lgb—lgﬂ,ing B(lga+lghlgb-lga) (1 pont)
a

Bizonyitando tehat, hogy lga<lga+lgb és lgb<lgb-lga (1 pont)
rendezés utan kapjuk, hogy lgb >0 és lga>0.

A feltételek szerint O<a <1, illetve 1< b, és a tizes alapl logaritmus flggvény
szigoruan novd a pozitiv szamok halmazan, valamint lgl = 0, tehat mindkeét
egyenlotlenség igaz (1 pont)
(OA - OB) = BA(-lgh;lga) (1 pont)

Mivel az OA és az OA-OB vektorok skalaris szorzata a megfelelo
koordinatak szorzatanak Osszege, vagyis

OA-(OA-OB)=-lga-lgh+lgh-lga=0, tehat a két vektor mercleges

egymasra (2 pont)
Lasd: Koordindtageometria 16. feladat
Lasd: Koordinatageometria 16. feladat

Osszesen: 16 pont

A Csendes-ocean egyik kis szigetétol keletre, a szigettol 16 km
tavolsagban elsiillyedt egy fold koriili dton jaré vitorlas. A legénység egy
mentocsonakban segitségre var, a naluk lévo jelado késziilék hatosugara
mindossze 6 km. Amikor a vitorlas elsiillyedt, akkor a szigettol délre, a
szigettol 24 km tavolsagra volt egy tengerjard hajo. Ez a hajo allandoéan
északkeleti iranyba halad, a  hajotorottek pedig a vitorlas
elsiillyedésének helyérol folyamatosan kiildik a vészjeleket.
a) Igazolja, hogy a tengerjaro legénysége észlelheti a segélykéro jelzést!
(7 pont)
Egy 1,5 km magassagban halado repiilogép éppen a sziget felett van,
amikor a repiilogép fedélzeti miiszerei észlelik a tengerjaro hajot, amely
a vitorlas elsiillyedése 6ta 20 km-t tett meg.
b) Mekkora depresszido szog (lehajlasi szog) alatt észlelik a miszerek a
tengerjarot? Valaszat fokban, egészre kerekitve adja meg! Szamitasai
soran a Fold gorbiiletétol tekintsen el! (7 pont)

Megoldas:

a)

¢)

A feladat feltételeit feltiintetd jo abra.
A sziget az S, a mentdcsonakot az M, a tengerjaro
hajot a H pont jeldli. A hajo utjanak és az SM

egyenesnek a metszéspontjat jeldlje A, (2 pont] =, 6/ A
A HSA haromszig derékszogl, egyenld szara, ezért __;"
AS =24 km (1 pont) —~—
MA =8 km (1 pont)

Valamint az APM haromszog derékszéglli és van

45%-0s szoge (1 pont)

Ezért MP= 4/2(=5,7) (1 pont) |

Mivel MP<6 km, ezért a hajo legénysége - g

észlelheti a jelzéseket. (1 pont)

Liasd: Sikgeometria 15. feladat
Osszesen: 14 pont



7) lgazolja, hogy ha egy haromszog szbgeire érvényes az alabbi osszefiiggés:
sina : sinfi =cos({a+7v):cos(p+v),

akkor a haromszog egyenlo szar és derékszogi! (14 pont)
Megoldas:

Mivel a haromszog szogeinek oOsszege 180° ezért a+y=180-f, valamint
B+y=180-0 (1 pont)
és cos(180-f)=—-cosf, valamint cos(180-u)=—-cosa (1 pont)
A megadott egyenldség pontosan akkor teljestil, ha sina:sinf=cosp:cosa

(1 pont)
Ebbdl a sina-cosa =sinfi-cosf egyenloség kovetkezik (1 pont)
A kétszeres szOg szinuszara vonatkozo azonossagot hasznalva kapjuk, hogy
sin2a =sin2p (3 pont)
Egy haromszig barmely szog kétszeresének értéeke 0° és 360° koze esik, ezért
a fenti egyenloség két esetben all fenn: (3 pont)
20 =20, vagy 2a+2p =180 (2 pont)
Az elso esetben a=f, a haromszog két szoge egyenld, tehat a haromszig
egyenlo szara (1 pont)
A masodik esetben w+p=90, a haromszoghen y=90, a haromszig
derékszogu (1 pont)

Osszesen: 14 pont

8) A csonkakip alaka targyak térfogatat régebben a gyakorlat szamara
elegendden pontos kozelito szamitassal hataroztak meg. Eszerint a
csonkakip térfogata kozelitoleg egy olyan henger térfogataval egyezik
meg, amelynek atmeéroje akkora, mint a csonkakip alsdo és felso
atmérojének szamtani koézepe, magassaga pedig akkora, mint a
csonkakiup magassaga.

a) Egy csonkakip alaka fatorzs hossza (vagyis a csonkakiap magassaga)
2 m, alsé atmeéroje 12 cm, felso atmeéroje 8 cm. A kozelito
szimitdassal kapott térfogat hany szazalékkal tér el a pontos
térfogattol? (Ezt nevezziik a kozelito eljaras relativ hibajanak.)

(3 pont)

b) Igazolja, hogy a csonkakip térfogatat - a fentiekben leirt Gtmutatas
alapjan kapott - kizelito érték sohasem nagyobb, mint a csonkakip
térfogatanak pontos értéke! (7 pont)

Jelolje x a csonkakip két alapkdre sugaranak az aranyat, és legyen

x > 1. Bizonyitanddé, hogy a fentiekben leirt, kozelito szdmitas relativ

hibajanak szazalékban mérve a kovetkezo fiiggvény adja meg:

S+ - R, .j"(.!c)=2~-."'l-ﬂ

22+l
c) Igazolja, hogy f-nek nincs szélsoértéke! (6 pont)
Megoldas:

a) Lasd: Térgeometria 4. feladat
b) Legyen a csonkakup alapkéreinek sugara R és r, magassaga m.

A csonkakip elméleti térfogata: ? (R*+Rr+r") (1 pont)



)

2
A csonkakup gvakorlati térfogata: {%J mn (1 pont)

." ! 3
A két térfogat kiilonbségérdl allitjuk: ?{RJ +Rr+r")-| %‘ mn=0 (1 pont)
b

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat s -vel, bontsuk fel a zarojeleket és

m
az Osszevonasok utan: R° -2Rr+r° =0 (2 pont)
Vagyis (R + :'*}2 >0 adédik, ami minden R és r esetén igaz. (1 pont)
A kovetkeztetés minden lépése megfordithato, ezért az allitas igaz (1 pont)

Az [ flgegvény derivalhaté, a derivaltfliggvény hozzarendelési szabalya:

fwxpﬂm.mx‘”ﬁf+x+1%wx—nﬂzx+”

- (2 pont)
(" +x+1)

x° -1

filx)=75- (2 pont)

(x* +x+ 1}3
Az f'(x)=0 egyenletnek nincs megoldasa az ]1;+m[ intervallumon,
tehat f~nek nincs szélsoértéke (2 pont)
Osszesen: 16 pont

Két egyenes hasabot épitiink, H-et és Hz-t. AZ
épitéshez hasznalt négyzetes oszlopok (négyzet alapi <
egyenes hasabok) egybeviagok, magassaguk kétszer H,

akkora, mint az alapéliik. A H: hasab épitésekor a ] |
szomszédos neégyzetes oszlopokat az oldallapjukkal 1 L H
illesztjiik Gssze, a H2 hasab épitésekor pedig a négyzet | | L1
alaplapjukkal- az abra szerint. s
a) A H, és Hz egyenes hasabok felszinének hanyadosa

Aﬂi ] el

=0,8. Hany négyzetes oszlopot haszniltunk az

Hi‘
egyes hasdbok épitéséhez, ha H;-et és Ha-t ugyanannyi négyzetes
oszlopbol épitettiik fel? (8 pont)

b) Igazolja, hogy {iﬂ 2 T
n+

korlatos! (8 pont)

}(n e M ‘] sorozat szigori monoton csokkeno és

Megoldas:

a)

b)

Lasd: Térgeometria 11. feladat
_(3n+5)(4n+1)

L&)

i+l

a, (4n+5)(3n+2) VP
12n* +23n+5 [: B 5 J (i o)
12n* +23n+10 12n* +23n +10
A fenti hanyados minden pozitiv egész n esetén 1-nel kisebb (1 pont)
a sorozat minden tagja pozitiv (1 pont)
ezert a sorozat szigoru monoton csokkeno (1 pont)

cbbél kivetkezik, hogy a sorozat feltilrol korlatos (1 pont)



Mivel a sorozat minden tagja pozitiv, igy alulrol is korlatos (1 pont)
tehat a sorozat korlatos (1 pont)
Osszesen 16 pont

10) Az 52941 szamjegyeit leirjuk az dsszes lehetséges sorrendben.
a) Az 52941 szammal egyiitt hany otjegyili szamot kapunk? (2 pont)

b) Ezen szamok koziil hiany oszthatdé 12-vel? (6 pont)
c) Bizonyitsa be, hogy e szamok egyik sem négyzetszam! (4 pont)
Megoldas:

a) Lasd: Kombinatorika 21. feladat
b) Lasd: Szamelmélet 1. feladat

c) Az Otjegyl szamok mindegyikében a szamjegyek Osszege 21 (1 pont)
Tehat a szamok oszthatok 3-mal (1 pont)
Mivel 3-mal oszthatoak, ezért csak abban az esetben lehetne koztik
négyzetszam, ha az 3 valamely paros kitev6jl hatvanyva lenne. Ehhez
feltétlentil szikséges az is, hogy 9-cel oszthato legyen, 9-cel viszont nem
oszthato egyik sem, igy egyik szam sem lehet négyzetszam. (2 pont)
Osszesen: 12 pont
11)a) Egy derékszogii haromszog oldalhosszai egy szamtani sorozat
egymast kovetdo tagjai, a legrovidebb oldala 4 egység hosszi.
Szamitsa ki a haromszog masik két oldalinak hosszat! (5 pont)
a) Egy haromszog oldalhosszai egy szamtani sorozat egymast koveto
tagjai, a legrovidebb oldala 4 egység hossza. Tudjuk, hogy a
haromszdg nem szabalyos. Igazolja, hogy a haromszégnek nines 60°-
os szoge! (11 pont)

Megoldas:
a) Lasd: Sorozatok 10. feladat
b) Indirekt modon bizonyitunk. Tegytk fel, hogy wvan 60°-08 szige a

haromszognek. (1 pont)
Mivel az oldalak paronként kilonbdzd hosszusaguak, és a nagyobb oldallal
szemben nagyobb szdg van, (1 pont)
ezert, ha van 60°-o0s szige, akkor az a 4 + d hosszusagu oldallal szemben van

(2 pont)
Erre Az oldalra felirva a koszinusztételt:
(4+d) =4 +(4+2d) -2-4-(4+2d) cos 60° (2 pont)
Ebb6l 16+ 8d +d” =16+ 8d + 4d” (1 pont)
Ebbél d° =0, tehat d =0 (1 pont)
Ez viszont ellentmond annak, hogy a haromszog nem szabalyos (2 pont)
Az eredeti feltételezésiink tehat hamis, azaz a haromszdgnek valoban
nincs 60 -os szoge. (1 pont)

Osszesen 16 pont



12) Az AC,C, derékszogii hairomsziéghen az A,
csicsnal 30 -os szbg van, az AC, befogé
hossza 1, az AC, atfogo felezopontja A,.

Az AC szakasz folé” az ACLC,
haromszoéghéz hasonlée A,C,C, derékszogi
haromszoget rajzoljunk az abra szerint. Az

A C, atfogo felezopontja A, .

Az A, C,szakasz ,fole” az ACC,
haromszoghtz hasonlé A,C,C,derékszogii
hiaromszoget rajzolunk. : | %

Ez az eljaras tovabb folytathato.
a) Szamitsa ki az igy nyerheto végtelen sok derékszogii haromszog

teriiletének osszegét (az oOsszeg elso tagja az A C,C hiromszig

teriilete.)! (7 pont)
b) Igazolja, hogy a C,CC,...C, torottvonal hossza minden pozitiv n-re
kisebb, mint 1,4. (9 pont)
Megoldas:
a) Ldasd: Sikgeometria 10, feladat
b) Jeldlje d, a C, ,C, szakasz hosszat (nelN'), d, =C,C, = :.'% (1 pont)
A hasonlésag miatt minden n >0 esetén d, = % -d (1 pont)
A |d | sorozat tehat olyan mértani sorozat, (1 pont)
amelynek elsd tagja és hanyadosa is % (1 pont)

Vizsgaljuk az S=d, +d, +...+d, Osszegeket. A d +d, +...+d, ... olyan mértani

} 1 : o A
sorozat, menvnek hanyvadosa — , tehat van hatarértéke (1 pont)

V3

1
J3
g =t

J3

Az |S | sorozat hatarértéke (a mértani sor dsszege): limS, = (1 pont)

1

V3

I és mivel 3 kisebb, mint 1,8 ezért |S,| hatarértéke kisebb,

-Jﬁ-J-l
2

! PO
J3

mint 1,4. (1 pont)

az |S,| sorozat szigorian névekvad (1 pont)

ezért az {S,} sorozat egyetlen tagja sem lehet nagyobb a hatarértékénél

(1 pont)
Osszesen: 16 pont



13) Igazolja, hogy az alabbi négy egyenlet koziil az a) és b) jeli egyenletnek

pontosan egy megoldasa van, a c) és d) jeli egyenletnek viszont nincs
megoldasa a valos szamok halmazan!

2x* + x-10

a = 4 pont
I 21‘—1 i 2 t P ]
b) Vx+16++/x-9=5 (4 pont)
c) lg(x2+x—ﬁ)=lg{1-x“] (4 pont)
d) sinx-1= Jlg{cus” x—1,5cos x} (4 pont)

Megoldas:
a) A nevezd nem lehet 0, ezért 2°' -220 (1 pont)
ebbol x = 2 (1 pont)
A tovabbiakban a tért akkor 0, ha szamlaloja 0, tehat 2x° +x-10=0, azaz
x,=2¢€s x,=-2,5 (1 pont)
lgy az egyenletnek csak egy valés megoldasa van: x=-2,5 (1 pont)
b) A rendezés utan kapott +x+16=5-/x-9 egyenletet mindkét oldalrol
négyzetre emelve, (1 pont)
rendezés utan kapjuk, hogy 104x-9 =0 (1 pont)
Innen x =19 (1 pont)
Behelyettesitéssel ellendrizve ez jo megoldas. (1 pont)
c) A logaritmus értelmezése szerint: x> +x-6>0¢és 1-x" >0 (1 pont)
Az elsd egyenlet megoldasai azon x valés szamok, amelyekre x<-3 vagy
x>2 (1 pont)
a masodiké: -1<x <1 (1 pont)
A két egyenlitlenség megoldashalmazinak nincs kozos eleme, igy az
egyenletnek nincs megoldasa. (1 pont)
d) A jobb oldali kifejezés az értelezési tartomanyan csak nem negativ lehet, igy
sinx-1=0. (1 pont)
Ez csak x - %+ 2kn (k € Z) esetén teljestl (1 pont)

\

De mivel cus(g + Ekn:J =0 minden keZ esetén (1 pont)

és nullara a logaritmus nincs eértelmezve, igy nincs olyan wvalés szam,
amelyre az egyenlet értelmezve lenne, igy nincs megoldasa. (1 pont)
Osszesen: 16 pont

14)a) Igazolja a kovetkezo allitast: ha egy négyszog szigei valamilyen

sorrendben egy szamtani sorozat egymast kiveto tagjai, akkor a
négyszog hlirnégyszog vagy trapéz! (6 pont)

b) Fogalmazza meg az elézé allitis megforditasat, és dontse el a
megforditott allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!

(3 pont)

Egy geometriai épitokészletben csak olyan palcikidk vannak, amelyek
hossza centiméterben meérve egész szam, és mindenféle lehetséges
hossziisag elofordul 1 cm-tol 12 cm-ig. (Mindegyik fajta palcikabél
elegendoen sok van a készletben.)

c) Hany kiilonb6z6é moédon valaszthatunk ki 4 palcikat a készletbél gy,
hogy beloliik egy 24 cm keriiletii érintonégyszoget lehessen épiteni?



(Két kivalasztast kiilonbozonek tekintiink, ha az egyik kividlasztas 4
péalcikaja nem allithaté parba a masik kivalasztas 4 palcikajaval ugy,
hogy mind a 4 parban egyenlo hosszi legyen a két palcika. Tudjuk
tovabba, hogy ha a, b, ¢, d pozitiv szamok, és a+c=b+d, akkor az
a, b, ¢, d hossztisagl szakaszokbol szerkesztheto négyszog.) (7 pont)

Megoldas:
a) Legyen a négyszog legkisebb szige a fok, a sorozat differenciaja pedig d fok

bj
c)

(d = 0). Ekkor a négyszog szogei (valamilyen sorrendben) o, a+d, o+ 2d és

o+ 3d fok nagysagnak. (1 pont)
A négyszig belsé szogeinek dsszege 360 , ezért 4a +6d =360, (1 pont)
vagyis 2a+3d =180. (1 pont)
200+3d =(a+d)+(a+2d), ami azt jelenti, hogy a négyszog két-két szdgének
osszege 180 . (1 pont)
Ha a két szig szomszédos, akkor a négyszog trapéz, (1 pont)
ha pedig szemkozti, akkor harnégyszog.

Tehat az allitast igazoltuk. (1 pont)

Lasd: Sikgeometria 23, feladat
Lasd: Kombinatorika 34. feladat
Osszesen: 16 pont

15)a) Egy kocka és egy gomb felszine egyenlo. Bizonyitsa be, hogy a gomb

térfogata nagyobb, mint a kockaé! (6 pont)
Két fémkocka oOsszeolvasztasaval egy nagyobb kockat keszitiink. Az
egyik beolvasztott kocka egy élének hossza p, a masiké pedig g
{ p=>0, q:vﬂ]. (Feltessziik, hogy az Osszeolvasztassal kapott kocka

térfogata egyenlo a két Osszeolvasztott kocka térfogatanak osszegével.)
b) Igazolja, hogy az GOsszeolvasztassal kapott kocka felszine

6- af{Pﬂ + 93)1 : (2 pont)

c¢) Bizonyitsa be, hogy az osszeolvasztassal kapott kocka felszine
kisebb, mint a két sszeolvasztott kocka felszinének osszege! (8 pont)

Megoldas:
. |
a) Ha a két test felszine egyarant A, akkor V| = 2— : (2 pont)
, A
R i 2 pont
goamb 36?'{ [ p ]
Mivel 367 < 67, (1 pont)
ezert a gomb térfogata valoban nagyobb a kocka térfogatanal. (1 pont)

b)

c)

Az Osszeolvasztassal kapott kocka térfogata p'+q°, ezért élének hossza

af o T (1 pont)

E |

felszine tehat 6-(-‘ p'+q J , ami valoban 6-;

(p'+q') -nel egyenlé. (1 pont)

A bizonyitando allitas: 6-{/( p’ + q"_]g <6:(p*+q°) (1 pont)



Mindkét oldalt 6-tal osztva és kbébre emelve (az x' flggvény szigoru
monotonitasa miatt): ( p’ + q') < (p*+ 7). (1 pont)
Elvégezve a hatvanyozasokat: p" +2p'q +q" < p"+3p'q +3p'q" +q". (2 pont)
Rendezve és a pozitiv p’g” szorzattal osztva: 0<3p° +3g" -2pg . (1 pont)
0<2p'+2q° +(p-q), (1 pont)

ez pedig mindig igaz (hiszen a jobb oldalon két pozitiv €s egy nemnegativ szam
Osszege all), (1 pont)
Minden atalakitas ekvivalens volt, igy a bizonyitando allitas is igaz. (1 pont)
Osszesen: 16 pont
16)a) A PQRS hurnégyszoget a PR és a QS atlok megrajzolasaval négy
haromszogre bontottuk. Igazolja, hogy ezek kozill a két-két
szemkozti haromszog hasonldé egymashoz! (4 pont)
Az ABCD hurnégyszog AB oldala a négyszog koriilirt kérének egyik
atméroje. A négyszog BC oldala 3 cm, a CD oldala 5 cm hosszi, tovabba
BCD< =120°.
b) Szamitsa ki a négyszog BD atléjanak, AB oldalanak és AD oldalinak

hosszat, valamint a négyszog tobbi szogét! (10 pont)
Megoldas:
a) Az atlok metszéspontjat jeldlje E. A kerlleti
szogek tétele miatt
POS<« = PRS« és QPR+« =QSR« (azonos ivhez
tartozo kertileti szigek). (2 pont)

A PEQ és az SER haromszogekben két-két szog
megegyezik (igy a harmadik is), ezért ez a keét

haromszig hasonlo, (1pont)
Ugyanigy bizonyithatiuk a QER és a PES
haromszigek hasonlosagat is. (1 pont)

b) Lasd: Sikgeometria 26. feladat
Osszesen 14 pont
17)a) Ha a|b igaz, akkor a |b”® is teljesiil (a és b pozitiv egész szamok).
Fogalmazza meg a fenti (igaz) dllitas megforditasat, és allapitsa meg
a megforditas logikai értékeét is! Valaszat indokolja! (a | b azt jelenti,
hogy az a egész szam osztoja a b egész szamnak.) (3 pont)
b) Hany olyan n pozitiv egész szam van, amelyhez létezik olyan p
(pozitiv) primszam, amelyre az n’ - pn kiilénbség is egy (pozitiv)
primszammal egyenlo? (7 pont)
Egy lapra 10 pontot rajzoltunk, majd ezeket megszamoztuk 1-tol 10-ig.
Ezutan minden egyes pontot egy-egy vonallal ,6sszekitiink” a lapon
szereplo Gsszes olyan ponttal, amelyhez irt szam a kivalasztott ponthoz
irt szamnak osztdja. (Példaul azt a pontot, amelyhez a 6-ot irtuk,
osszekotottiik mind a négy ponttal, amelyhez a 6 valamelyik osztojat

irtuk.)

c) Igazolja, hogy az igy kapott 10 csiicsi graf nem egyszeri grafl(2 pont)
d) Igazolja, hogy a graf éleinek szdma paratlan! (4 pont)



Megoldas:
a) Az allitas megforditdsa: ha a|b® igaz, akkor a|b is teljesiil (a és b pozitiv

egeész szamok). (1 pont)
Az allitas hamis. (1 pont)
Megfelelo ellenpélda (példaul a=4 és b=2). (1 pont)

b) Ldasd: Szamelmélet 7. feladat
c) Lasd: Grafelmélet 7. feladat
d) Lasd: Grafelmeélet 7. feladat
Osszesen: 16 pont
18) A pozitiv paratlan szamokat ,haromszdég"” alakban | 3 7 13 2
rendezziik el a kdvetkezok szerint: az elso oszlopba irjuk 5 9 15 23
az elso paratlan szamot, a masodik oszlopba a kivetkezo 117 25
kettot, a harmadik oszlopba a kovetkezo harmat, és igy

i :':i'
tovabb. Példaul az 6todik oszlop negyedik helyén a 27 all 12 s
(lasd az abrat is). B
a) Hanyadik oszlop hanyadik helyén all a 997 (3 pont)
b) Hatarozza meg a 2017. oszlopban &allé els6 szamot! (4 pont)
c) Igazolja, hogy az n-edik oszlopban all6 szamok osszege n° (H‘.E E*}.
(9 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Szamelmélet 8. feladat
b) Lasd: Szamelmélet 8. feladat
c) Azelsé (n—1) oszlopban 1+2+3+...+(n—-1)= (1 pont)
= %_” darab szam van. (1 pont)
Az n-edik oszlop els6 szama az %_”H = ’ﬁ_—;ﬂ-edjk paratlan szam,
(1 pont)
ennek értéke E-W—lﬂr’—nﬂ. (1 pont)
Az n-edik oszlop utolso szama ennél (n—-1)-2-vel tdbb, (1 pont)
azaz n*+n-1. (1 pont)

(A szamtani sorozat oOsszegképletét alkalmazva) az n-edik oszlopban allo

(n*-n+1)+(n* +n-1)

: :

=n®. Ezzel az allitast igazoltuk. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

19)a) Az ABCD négyzet koriilirt korén felvettiink egy olyan P pontot,

amelyik nem csftcsa a négyzetnek. Bizonyitsa be, hogy

AP? + CP? = BP® + DP*. (4 pont)

Egy cég az altala forgalmazott poharakat négyesével

csomagolja agy, hogy a poharakhoz még egy talcat

is ad ajindékba. A 20 cm (belsé) atmérdjl, feliil

nyitott forgashenger alakd talcara négy egyforma

(szintén forgashenger alaki) poharakat tesznek ugy,

hogy azok szorosan illeszkednek egymashoz és a
talca oldalfalahoz is.

szamok Osszege: n= (2 pont)




b) Igazolja, hogy a poharak alapkérének sugara nagyobb 4,1 ecm-nél!

(5 pont)
A pohir fala 2,5 mm vastag, bels6 magassaga 11 cm.
c) Igaz-e, hogy a poharba belefér S dl iidito? (4 pont)

Megoldas:

a)

b)
c)

[AC, illetve BD a kor egy-egy atmérgdje, ezért) a Thalész-
tétel miatt APCx =90 és BPD«x =90 . (2 pont)
(A kortlirt kor sugarat r-rel jelélve, a Pitagorasz-tétel
miatt) AP + CP° = AC” = (2r) és BP* + DF* = BD® =(2r)°.
(1 pont)
Tehat AP? + CP? = BP? + DP?, ami a bizonyitando volt.
(1 pont)

Lisd: Sikgeometria 28, feladat
Lasd: Térgeometria 28. feladat
Osszesen: 13 pont

20) a) Hatarozza meg a c szamjegy lehetséges értékeit, ha tudjuk, hogy

Ic28 nem oszthaté 6-tal, 93c6 nem oszthatdé 36-tal, c3c5 pedig nem
oszthaté 15-tell ( pgrs azt a négyjegyii szamot jeléli, melynek elsé
szamjegye p, tovabbi szamjegyei pedig rendre g, r, és s.) (7 pont)
b) Igazolja, hogy nincs olyan n pozitiv egész szam, amelyre 4" +6n-1
oszthato 8-cal! (2 pont)
c) Igazolja (teljes indukcidoval vagy mas médszerrel), hogy 4" +6n-1
minden n pozitiv egész szam esetén oszthato 9-cel! (7 pont)

Megoldas:

a)
b)

c)

21)a) Hatirozza meg 5 értékét, ha

Lasd: Szamelmélet 9. feladat
A 4" +6n -1 Osszeg minden pozitiv egész n esetén paratlan (mert az dsszegnek

egy paratlan tagja van), (1 pont)
tehat sohasem oszthato 8-cal. (1 pont)
(Teljes indukciot alkalmazunk.) Ha n =1, akkor az allitas igaz, mert a 9
oszthato 9-cel, (1 pont)
Tegytlik fel, hogy az allitas igaz egy k pozitiv egész szamra, azaz 4" + 6k —1
oszthato 9-cel. (1 pont)
Ekkor igazolnunk kell, hogy az allitas igaz k +1-re is, azaz 4" +6(k+1)-1 is
oszthato 9-cel. (1 pont)
44 6k+1)-1=4-4"+6k+5=4-(4" +6k-1)-18k +9 (2 pont)
4 - (4" + 6k — 1)az indukcios feltevés szerint, a - 18k, illetve a 9 pedig
nyilvanvaloan oszthato 9-cel, (1 pont)
ezért ezek Osszege (azaz a 4°"' + 6lk +1)—1) is oszthato 9-cel. (Ezzel az allitast
igazoltuk.) (1 pont)

Osszesen: 16 pont
2x+3y 9
4x+3y 10

(y#0, y#-2x). (3 pont)

b) Legyen f(x)=x*-11x+30.

f(x+1) x-4
Igazolja, hogy ha f(x)# 0, akkor P & (5 pont)




c) Oldja meg az x—h: < -1 egyenlétlenséget a valés szamok halmazan!

(S pont)
Megoldas:
a) Lasd: Egyenletek, eqyenletrendszerek 9. feladat
b) flx+1) :{x+]}" -11{x+1)+30 =x"=9x+20 (2 pont)
Szorzatta alakitunk: x* -9x+20=(x-4)(x-5), (1 pont)
és x* -11x+30 =(x-5)(x-6). (1 pont)
Ha f(x)#0, azaz x {5;6|, akkor f.E:E:}l} = Ei:;ﬁ::g - i:; (1 pont)
c) Lasd: Egyenletek, eqyenletrendszerek 9. feladat

Osszesen: 13 pont

22) Egy zoldségarus villalkozé egyik reggel 200 kg elsé osztalya barackot

visz eladasra a piacra. Tapasztalatbol tudja, hogy az elsé osztalyda barack
eladasi egységara és a napi eladott mennyiség kozott (jo kozelitéssel)
linearis kapcsolat van (az eladott mennyiség az eladdsi egységar linearis
fiiggvénye). Ha egész nap 500 Ft/kg aron kinalna a barackot, akkor
varhatoan a fele fogyna el, mig ha 300 Ft/kg aron adna, akkor a 70%-a.
a) Mennyi lenne a zdldségarusnak az elso osztalya barack eladasabel
szarmazo bevétele, ha egész nap 400 Ft/kg-os egységaron kinalna a
barackot? (3 pont)
b) Igazolja, hogy ha egész nap x (Ft/kg) az elsé osztalya barack

egységara, y (kg] pedig a napi eladott mennyiség, akkor a kozottilk
lévé kapesolat: y = - ; x +200 (0 < x <1000). (4 pont)

A nap végén a 200 kg-bél megmaraddé barackot a zoldségarus masnap

mar nem adhatja el elso osztilyiként. Ezért a megmarado teljes

mennyiséget eladja egy gyiimolcsfeldolgozo villalkozasnak, mégpedig 80

Ft/kg egységaron.

c¢) Mekkora eladasi egységaron kinalja a barackot a zodldségarus
napkézben, hogy a napi bevétele maximailis legyen? (A napi bevétel
az elso osztalyaként eladott barackbol szarmazd bevétel plusz a

gyiimolesfeldolgozo altal fizetett Gsszeg.) (7 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Szdveges feladatok 28. feladat
b) Ha linearis kapcsolat van az egységar (x) és az eladott barack mennyisége

|y ) kozott, akkor y =mx+b. (1 pont)

A feladat szovege alapjan (mivel a 200-nak a fele 100, a 70%-a pedig 140):
100 =500m + b €s
140 = 300m + b. (1 pont)

A ket egyenletet kivonva egymasbol: —40 = 200m, tehat m = - % , (1 pont)

majd visszahelyettesitve b= 200. (Tehat valoban y = —%x +200.) (1 pont)



e)

23)A romai katonak az fdgynevezett taxillus-szal

Lasd: Fiiggvenyek - Analizis 37. feladat

Osszesen: 14 pont

jatszottak ,kockajatékot”. (A taxillus a kecske
vagy a juh térdkalacsabol faragott csontocska;
Id. a képen.)

Dobas utan egy taxillus négy kiilonb6zo oldalara
eshetett. Jeldlje ezt a négy kiilonbozo helyzetet
A, B, C és D. Az egyes dobiskimenetelek nem
voltak egyforman wvalosziniiek: az A, illetve a B

helyzet egyarant lilj‘ a C, illetve a D helyzet pedig egyarant ]%

valoszinuséggel kovetkezett be.

A romaiak altalaban négy taxillust dobtak fel egyszerre. A Venus-dobas
volt az egyik legértékesebb, ekkor a négy csontocska mindegyike mas-
mas oldalara esett. ([Rényi Alfréd: Levelek a valosziniiségrol.)

a) Mennyi a Venus-dobas valészinusége? (5 pont)
b) Az alabbi két esemény koziil melyiknek nagyobb a valosziniisége?
I. Négy feldobott taxillus koézdétt lesz olyan, amelyik C helyzetben
érkezik le.
II. Négy feldobott taxillus kozott pontosan egy érkezik le az A
helyzetben. (5 pont)
Thalész, a hét gorég bdlcs egyike, egy / '
nevezetes, neki tulajdonitott mérés soran r _ f
egy folyéban lévé sziget AB hosszat a [0ly0]  S#IEcl
folyoparton maradva hatarozta meg.
Eldszor felvett egy e egyenest a parton. Ezen
az e egyenesen megkereste azt a C, illetve D
pontot, amelyekben a CA, illetve a DB irany
meroleges az e egyenesre. Ezutan a CD
szakasz F felezopontjat is megjelolte egy | \fl
H

jelzokaréoval. Ezt kovetoen az AC egyenesen |
haladva megjelolte azt a G pontot, amelyre _ | ,
B, F és G egy egyenesre illeszkedik; és
hasonloan az AF és BD egyenesek H metszéspontjat is megjelolte.
Thalész azt allitotta, hogy a sziget hossza a GH tavolsaggal egyezik meg.

c) Igazolja Thalész allitasanak helyességét! (6 pont)
Megoldas:
a) Ldasd: Valdsziniiségszamitas 46. feladat
b) Lasd: Valosziniiségszamitas 46, feladat
¢) GCFaz= BDF., mert CF = FD, és egyenlék a CF, illetve FD oldalukon fekvd

szogeik is. (1 pont)
Hasonléan ACFa= HDFs (mert CF =FD, és egyenlok a CF, illetve FD
oldalukon fekvd szogeik is). (1 pont)
Fentick miatt AF=FH és BF =FG, vagyis az ABHG négyszog atloi
kolesondsen felezik egymast. (1 pont)
Az ABHG négyszog tehat paralelogramma, (1 pont)
ezért AB = HG, Thalész allitasa tehat valéban igaz. (2 pont)

Osszesen: 16 pont



24) Az ABCD négyzet oldalai 4 méter hossziiak. A négyzetbe az abran lathato
modon az EFGH paralelogrammat irjuk. Az AH és CF szakasz hossza x

méter, a BE és DG szakasz hossza 2x méter (0 < x < 2).

a) Igazolja, hogy a beirt paralelogramma hossza (m®-ben meérve):
T(x)=4x"-12x +16. (4 pont)
b) Hatarozza meg az x értékét Ggy, hogy a beirt paralelogramma
teriilete a leheto legkisebb legyen! (4 pont)
c) Szamitsa ki a beirt paralelogramma szodgeit, ha x=1,25. (6 pont)
Megoldas: " P
a) A paralelogramma terililetét megkapjuk, ha az v > =
ABCD négyzet teriiletébol levonjuk a négy f,/f \ .
derékszdgi haromszog tertiletét, (1 pont) i B
BF=DH=4-x¢s AE=0G=494-2x. > :}.r'

T(x)=16-2-
T(x)=16-4x+2x" -8x +2x"

Osszevonas utan T (x) = 4x® -12x +16, ami a R — — I

>

2x|4 - i
2. % (1 pont) Y /
) o0 |

(1 pont) i

x(4-2x)

bizonyitandg allitas volt.

(1 pont)

b) Lasd: Fiuiggvények - Analizis 38. feladat
c) Lasd: Egyenletek, egyenlitlenségek 10. feladat

Osszesen: 14 pont

25) A szokereso mobiltelefonos jatékban a megtalalt sz6 hossza (vagyis a

szot alkoto betik szama)

hatarozza meg a jatékosoknak adott

pontszamot. Egybetiis szoért nem jar pont, kétbetiis széért 1 pont jar.

Ha n > 3, akkor az n betiibol allé sz6 megtalalasaért

n‘*-5n+10

pontot

kap a jatékos.

a) Van-e olyan sz6, amelyért 26 pontot kap a jatékos? Valaszat
indokolja! (3 pont)
b) Igazolja, hogy a jatékszabaly szerint a hosszabb széért tobb pont jar,
és hogy csak egész pontszamot kaphat a jatékos! (6 pont)
c) Igazolja, hogy ha m tetszoleges természetes szam, akkor a jatékos
+1
kaphat 2+m pontot! (A leirt jatékszabaly nem korlatozza a
szavak hosszit, ezért feltehetjiik, hogy tetszéleges hosszusiagn "szd"”
létezik.) (7 pont)
Megoldas:

a) Lasd: Egyenletek, egyeniotlenségek 11. feladat
b) Harombetus szoért (a képlet alapjan) 2 pont jar, és ez tobb, mint a kétbetus

szOért jaro 1 pont. (1 pont)
n°-5n+10 : =

Legyen f(n)= 5 |lahol n=3 és ne HN).

Igazolni kell, hogy f(n+1)> f(n). (1 pont)



JIIL.“HFI,!_{H+1}£—5{1'1'.+1]+Ell.'ll_1r13-.'&!~art+fn
N 2 N 2
ni—3n+6}n3—5n+lf}

2 .
atrendezve n > 2 adodik.

, (1 pont)

egyenlitlenseéget  (ekvivalens  lépésekkel)

Ez (n =3 miatt) teljesil, ami éppen azt jelenti, hogy hosszabb szdéért tébb
pont jar. (1 pont)
Mivel n° —5n =n(n-5) két ellentétes paritasu tényezd szorzata, ezért paros,
tehat f(n) egész szam, (2 pont)

2 _ mi(m+1
n 5n+1D=2+ ( )

c) Megmutatjuk, hogy az egvenletnek minden me N

2 2
parameéter esetén van megoldasa az n = 3 egészek korében. (1 pont)
Nullara rendezve: n® —5n+(6-m-m*)=0. (1 pont)

A megoldokeépletet felirva:

_Sj:JEE—ﬂF{E:-m—m“j =5i-fl+4m+4m"

n, = 1 pont

1.2 5 5 (1 pont)

A négyzetgyok alatti kifejezés (a diszkriminans) teljes négyzet, igy

S+ (1+2m)

Yo = ; (1 pont)
2

Az egyvenlet gyokei tehat 3+m és 2—m. (1 pont)

A 3+m mindig 2-nél nagyobhb egész szam (a 2 - m pedig soha). (1 pont)

Ezért igaz, hogy tetszdleges m természetes szam esetén a jatékos kaphat
m(m+1

2+M pontot. (1 pont)

Alternativ megoldas:
Megkeressiik m-hez a megfelelé n értéket.

Az elsd néhany eset tablazatokba foglalva:
m 0 1 2 3 4 5 6

EJ”;._”! 2| 3| 5| 8 |12|17] 23

2 +

n(a szo hossza) | 0 1 2 3 4 5 6 7
n* -5n+10
2

(1 pont)
A két tablazat alapjan az sejthetd, hogy az m-hez tartozo pontszamot
n=m+3 hosszusagu szora kapjuk meg (m=0 esetén n=3, m=1 esetén
n=4, m=2 esetén m =5 megfeleld, és igy tovabb). (2 pont)

(m+3) —5(m+3)+10 _m’ +6m+9-5m-15+10 _
2 2

{1 pont)



26)

m- +m4+4 4+m{m+1} 9 m{m+l}
= == = R s
2 2 2
lgy az n = m + 3 valéban minden m esetén megfelelé valasztas. (1 pont)
Osszesen: 16 pont

(2 pont)

a) Hany olyan 1000-nél kisebb p pozitiv egész szam van, amelyre a p és
a 42 relativ primek? (6 pont)
Az alabbi tablazatban egy végtelen szorzotabla részletét latjuk.
2 |3 |4 |5 [6 |7 |8 |9 |10
4 |6 |8 |10(12 |14 |16 |18 |20
6 |9 |12]15(18 |21 [24 |27 |30
8 |12 |16 |20 (24 |28 |32 |36 |40
10 |15 |20 (25|30 (35 |40 |45 | 50
12 |18 |24 |30 |36 |42 |48 | 54 | 60
14 |21 |28 [35 |42 (49 |56 |63 |70
16 |24 |32 (40 |48 [56 |64 | 72 | 80
18 |27 |36 (45 |54 [63 |72 | 81 |90
20 |30 |40 |50 |60 |70 | 80 | 90 | 100

= D 0| =T O | On s [ L (bS] =

=

A fehér, illetve sziirke szini ,L" alaka savokba lévo szamok Gsszege:
L,=1, L, =2+4+2=8,L,=3+6+9+6+3=27

b) Igazolja, hogy L = n’. (4 pont)
c) Igazolja, hogy az els6 n pozitiv kébszam Gsszege

2
+1
K"=1“+23+3“+...+n3=[¥] : (6 pont)

Megoldas:

a) Ldsd: Paraméter 25. feladat

b) Az n-edik L alakn savban a szamok (sszege
n+2n+3n+..+(n-1jn+n-n+n(n-1)+n(n-2)+...+n-2+n= (1 pont)
n((1+2+..+n-1)-2+n)= (1 pont)
=n-(n(n-1)+n)= (1 pont)
= n® (1 pont)
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

c) Teljes indukciot alkalmazunk.

1-“+”] . (1 pont)

2
Tegyik fel, hogy az allitas igaz wvalamely m pozitiv egészre, azaz

2
:].I +2:'| +3:l +"r+m.'5 :£m{m+]‘}J :

n = 1-re az allitas igaz: K, =1° :[

K

m

2
Be kell latni, hogy az allitas (m+1)-re is teljesill, azaz

(m+1)(m+2)
2

K. .=1"+2"+3"+...+m'+(m+ 1}'dl =[ ] ; Az indukcios



feltevést felhasznalva tehat igazolando, hogy:

[m{m+1]]ﬁ slme 1P :[{m+l}{m+2]T+

2 pont
- : (2 pont)
Osztunk (m + 1}‘! -nel, majd szorzunk 4-gyel:
[E +{m+1]=[m+2] —

o G Ll

m* +4(m+1)=(m+2) =
m +4m+4=m" +4m+ 4. (2 pont)
A két oldal egyenls, és ekvivalens atalakitasokat végeztiink, tehat az eredeti
allitas minden pozitiv egész n-re igaz. (1 pont)

Alternativ megoldas:
A b) feladat megoldasa alapjan az elsdé n pozitiv kdbszam Gsszege az elsd n
darab L alaku savban lévé szamok ésszege, L + L, +...+ L ,ami megegyezik a

tablazat bal fels6 nxn -es részében lévo szamok dsszegével. (2 pont)
(1+243+..4n)+2- (14243 +.4n)+..4+n- (14243 +..411) = (1 pont)
=(1+2+3+..+n):(1+2+3+..+n)= (1 pont)
2
nin+1
=[{—}] : (1 pont)
2
Ezzel az allitast igazoltuk. (1 pont)

Osszesen: 16 pont

27)a) Dontse el, hogy igaz-e a kovetkezo allitas! Valaszat indokolja! (4 pont)
Ha egy haromszig két magassaga egyenlé hossziusagu, akkor a
haromszég egyenlo szarii.

Egy hiromszéghen a szokisos jelolésekkel a =3, b= .27 és p=2a.

a) Szamitsa ki a haromszog szogeit! (S pont)
Az egységnyi oldala, szabalyos ABC haromszoghe olyan PQRS téglalapot
irunk, melynek PQ oldala az AB oldalra illeszkedik, R a BC oldal pontja, S
pedig a CA oldalé.

b) Hatarozza meg a PQRS téglalap teriiletének maximalis értékét!

(7 pont)
Megoldas:
a) A szokasos jelolésekkel legyen példaul m, =m, . _’-
' SBE
5 % i a-m, b-m, SLE AR

A haromszog tertletére: > = > (2 pont)

amibdl a = b kivetkezik. (1 pont) -2 '

A haromszig tehat egyenlo szar, az allitas igaz.

(1 pont) il 6l

Alternativ megoldas: P P z O i

(A szokasos jelGlésekkel) legyen peldaul m, = m, .
Barmely haromszdgben c-sinfp=m_és c-sina=m,,
igy e-sinf} = ¢-sina, azaz sino = sinf. (2 pont)
f=180° - o nem lehetséges, mert a haromszog szigeinek dsszege 180°.
(1 pont)



bj
c)

lgv o =[i, a haromszig valéban egyenlé szari. (1 pont)
Lasd: Sikgeometria 37. feladat
Lasd: Sikgeometria 37, feladat

Osszesen: 16 pont

28) Legyen az U alaphalmaz a legalabb 4 ponti egyszeru grafok halmaza. Az

F halmaz az U elemei koziil pontosan azokat tartalmazza, amelyek

fagrafok, a G halmaz pontosan azokat, amelyek Gsszefiiggo grafok, a H

halmaz pedig pontosan azokat, amelyek 6 pontu grafok.

a) Az alabbi abran satirozassal jelélje meg, és halmazmiveletekkel is
adja meg az U-nak azt a részhalmazat, amelyik lires halmaz! (2 pont)

b) A megadott Venn-diagram minden egyes tovabbi részébe rajzoljon
pontosan egy lehetséges grafot! (5 pont)

Egy telephely K, L, M, N, P, Q épiiletei kéziil az éjszakai ellenorzés soran

otot ellenoriz a biztonsagi or.

c) Hanyféleképpen tervezheti meg az atvonalat, ha K és L épiileteket
mindenképp ellendrzi? (Két dtvonal kiilonb6zo, ha a két it soran
mas épiileteket, vagy ugyanazokat az épiileteket, de mas sorrendben
ellenoriz a biztonsagi or.) (4 pont)

Megrajzoltuk a ABCDE konvex otszdg oldalait és atléit, majd a

megrajzolt szakaszok mindegyikét vagy kékre, vagy zoldre szineztiik. A

szinezés befejezése wutdn észrevettiik, hogy nincs olyan haromszog,

amelynek cstcsai az A, B, C, D, E pontok koziil valok, és mindharom
oldala azonos szinii.

d) Igazolja (példaul indirekt modszerrel), hogy nincs olyan csicsa az
otszognek, amelybol legalabb hiarom azonos szini szakasz indul kil

(S pont)

Megoldas:

)
b]
C)
d)

Lasd: Halmazok 12. feladat

Lasd: Grafelmélet 13. feladat

Lasd: Halmazok 12. feladat

Indirekt bizonyitas. Tegylilk fel, hogy nincs olyan haromszog, amelynek
mindharom éle ugyvanolyan szinl, de az Otszdg egyik, példaul A cstcsabal
kiindulé AB, AD és AD szakaszok egyforma szintek, példaul mindharom
z0ld. (A bizonyitas szempontjabol az AE szakasz szine ekkor kézombos.)(1 pont)
A BCD haromszig mindharom oldala nem lehet kék. mert akkor azonos

szinltiek lennének a BCD haromszog oldalai. (1 pont)
Ezért a BC, CD, DB szakasz kozil legalabb az egyik zéld szini. Legyen ilyen
példaul a BC, (1 pont)
Ekkor azonban az ABC haromszig mindharom oldala zold, ami ellentmond a
kiindulasi feltételnek. (1 pont)
Az indirekt feltevés tehat hamis, igy az eredeti allitas igaz. (1 pont)

Osszesen: 16 pont



29) a) Igazolja, hogy nincs olyan 2-nél nagyobb n egész szam, melyre

1 2
koveto tagjail (7 pont)
b) Hatarozza meg azokat az 5-nél nagyobb n egész szamokat, melyekre

[n]. [ﬂ} és (:J (ebben a sorrendben) egy szamtani sorozat egymast

[n], [n], és (;J (ebben a sorrendben) egy meértani sorozat egymast

4 5
koveto tagjail (9 pont)
Megoldas:
a) Indirekt bizonyitas. Tegytik fel, hogy létezik ilyen n egész szam (n = 3).(1 pont)

Ekkor a mértani sorozat tulajdonsagai miau:[ﬂ [ ;J = [g] (1 pont)
A binomialis egylitthatokat kifejtve
- n! B n! _ n!
(n-3):3! (n-2)L2! (n-2)!2!
majd a tirtek egyszerusitése utan:
n_rt[n—]}{n—ﬂ]_ra{n—l}l_n{n—lji (2 pont)
5 2 2
Mindkét oldalt n” - (n — 1) -gyel osztva:
n—-2 n-1
= : 1 pont
e a (1 pont)
Ebbdl n = -1 adodik. (1 pont)
Ez ellentmond az n > 2 feltételnek, tehat waléban nines a feltételnek
megfeleld egész szam., (1 pont)

b) Lasd: Sorozatok 29, feladat
Osszesen: 16 pont

30) A mellékelt abran egy kereszt alakia lemez lathato,

amely 5 db 10 cm oldala négyzetbol all. A lemezbol egy

10 em alapéli, szabalyos mnégyoldala gnala halojat _ | 10 em

szeretnénk kivagni gy, hogy a kozépsé négyzet legyen

a gala alaplapja.

a) Igazolja, hogy a lehetséges haléok kivagasa soran

keletkezo hulladék legalibb 200 cm®, de kevesebb

300 cm®-nél! (6 pont)

Tekintsiik az dbran lathaté nyoleponti grafot. .

b) A grafban véletlenszeriien kivalasztunk két csiicsot. N\
Mennyi a valoszinilisége annak, hogy a két csicsot YA
él koti ossze a grafban? (4 pont) - e %

c) A graf 9 élét kékre, 3 élét pedig zdldre szinezziik., ™. 1' :
Igazolja, hogy barmelyik ilyen szinezéssel lesz a f."”
grafban egyszinu (grafelméleti) kor! '\’f

Megoldas:

a) A keletkezd hulladéek akkor minimalis, ha az oldallapok
teriilete, €s igy (alapélhez tartozo) h magassaga maximalis, azaz 10 cm.(] pont)

Dik -4 =200 cm”, (1 pont)

Ekkor a négy oldallap tertlete 3



bj

a hulladék tehat legalabb 4:10-10-200 =200 cm®. (1 pont)
Minel kisebb az oldallapok magassaga, annal tébb a hulladék. A
lapmagassagok merdleges wvetlilete az alaplapon 5 cm, igy h>5cm.
(Derékszdgli haromszdgben az atfogd nagyobb, mint a befogd.)

(1 pont)
Az oldallapok tertiletdsszege:
%-4}%-4—1@3 cm”, igy (1 pont)
a hulladék kevesebb, mint 4-10-10-100 = 300 ecm?. (1 pont)

Lasd: Valoszinliségszamitas 55, feladat

Ha egy n ponta grafban nincsen kér, akkor legfeljebb n-1 éle lehet. (1 pont)
A kék élek altal alkotott részgrafnak legfeljebb 8 csiicsa és 9 éle van,
tehat biztosan van benne kor. (2 pont)

Alternativ megoldas:

Az ADH, DCG, CBF, BAE haromszogek mindegyik éle pontosan egy

haromszighoz tartozik. (1 pont)
Mivel (4 haromszog és) 3 zold él van, lesz a haromsziogek kozott olyan,
amelynek minden éle kék (és ez egy grafelméleti kor). (2 pont)

Osszesen: 13 pont

31)Adott az x*-(4p+1)x+2p=0 maésodfokii egyenlet, ahol p valés

parameéter.
a) Igazolja, hogy barmely valos p érték esetén az egyenletnek két
kiilonbozo valos gydke van! (3 pont)

b) Ha az egyenlet egyik gyoke 3, akkor mennyi a masik gyoke? (4 pont)
c) Hatarozza meg a p paraméter értékét ugy, hogy az egyenlet

gyokeinek négyzetisszege 7 legyen! (6 pont)
Megoldas:
a) A masodfoku egyenletnek pontosan akkor van keét kiilonbdzé valos gyoke, ha
a diszkriminansa pozitiv, (1 pont)
A diszkriminans: (4p+1) —-4-2p=16p° +1, (1 pont)
Ez (p® > O miatt) a p minden valés értékére pozitiv, tehit az allitds igaz.
(1 pont)
b) Lasd: Paraméteres feladatok 14. feladat
¢) Lasd: Paraméteres feladatok 14. feladat

Osszesen: 13 pont

32) Az északi félteke 50. szélességi ktorén egy adott napon a nappal hosszat

(a napfelkelte &s a napnyugta kozott eltelt idot) jo kozelitéssel a

kiovetkezo f fiiggvénnyel lehet modellezni:
8
f(n)= —-5.2::{:5[ "5"’3 ]+ 11,2,

ahol n az adott nap sorszamit jeloli egy adott éven beliil, f(n) pedig a

nappal hossza érdban sziamolva (1<n <365, ne N).



J::) +11,2 fiiggvényt

Az alabbi dbra a g:[1;365] > R; g(x) = -5,2:::-5[

szemlélteti.
(A g fiiggvény az f-nek egy folytonos kiterjesztése.)

Ifa}
|'|
K

4

& & 1 7 1 J.imt T & 0 1 1 & M09 &

x+8 9

a) Ha x=1, akkor helyettesitési értéke =8

Adja meg a E?E radian értékét fokban mérve! (2 pont)

b) Szamitsa ki a modell alapjan, hogy az év 50. napjan milyen hosszia a
nappal!
Valaszat ora:perc formatumban, egészre kerekitve adja meg! (3 pont)
c) Igazolja, hogy (a modell szerint) egy évben 164 olyan nappal van,
amelyik 12 oranal hosszabb! (7 pont)
Adott egy masik, az y = —5,2cus{x}+ 11,2 egyenleti girbe, valamint az
x=0,az y=0 és x=2n egyenletii egyenesek.
d) Szamitsa ki a gorbe és a harom egyenes altal hatarolt korlatos
sikidom teriiletét! (4 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Fiigguvények 42. feladat
b) Ldasd: Fiiggvények 42. feladat
c) Az f(n)>12 megoldasal szamanak megallapitasahoz elészor a g flggvény

x;ﬂ% 11,2=12 egyenletet

értelmezési tartomanyan oldjuk meg a —S,Ecns(

(1< x<365 xeR).
9 x-b-B{ETS

(Ekkor 0,16 = — < < =6,43.) (1 pont)
28 58 58
x+5
= -0,1538 1 pont
-::ns( == ] (1 pont)
x+8 x+8 2 " ,
=1,7253 vagy 58 =2n—17253 = 4,5579 (2 pont)
Innen x=92,06 vagy x=256,36. (1 pont)
A g fhggvény abraja alapjan az f(n)>12 megoldasai azok az n-nek,
amelyekre 93 < n < 256. (1 pont)

A 12 oranal hosszabb nappalok szama tehat (256 - 93 +1 =) 164 valoban.
(1 pont)



Alternativ megoldas:

d)

(Az f(n)=>12 megoldasai szamanak megallapitasahoz) eloszdr a g Mgegvény

x+8]+1L2}12
8

értelmezési  tartomanyan oldjuk meg a —5+2L‘.UE(

egyvenldtlenséget (1< x <365, xe R), (1 pont)

x+8
58

Ez (az adott halmaz) ekvivalens a ms[ J < —% egvenlotlenséggel. (1 pont)

Kozelitd ertekeket alkalmazva:

X+8 11,7253+ 2kn; 4,5579 + 2kn] (ke Z).

lgy a [92,1+116kn; 256,3 +116kn| intervallumok elemei megoldasai az
egvenlotlenségnek. (2 pont)
k=0 esetén a [92,1;256,3[ intervallum a g értelmezési tartomanyanak
részhalmaza (ha pedig k=0, akkor nincs a g értelmezési tartomanyahoz
tartozo eleme az intervallumoknak). (1 pont)
Ezért f(n)>12 megoldasi azok az nek, amelyekre 93 <n < 256. (1 pont)
A 12 éranal hosszabb nappalok szama tehat (256 -93 +1 =) 164 valoban.

(1 pont)

Lasd: Fiigguéenyek 42, feladat
Osszesen: 16 pont

33) Egyes kutatok szerint a varosokban az influenzaval fertozott betegek

= formula szerint alakul. A képletben t az

L
~ -1/.0,75'
B ]

(4]

influenzajarviny kezdetétél eltelt idé napokban kifejezve (0< ¢t <30),La
varos lakosainak szama, B, pedig a jarvany kezdetekor a fertdzitt
betegek szdma a varosban (0 < B, <L).

Egy nagyvarosban L =1,5 millio, B, = 1000.

a) A modell szerint hany fertozott betegre lehet szamitani ebben a

szama a B(t) = 1+[

varosban a jarvany kezdete utan 5 nappal? (3 pont)
b) Hany nap milva lesz a varos lakosainak 10%-a fertozott beteg a
modell szerint? (6 pont)
c) Igazolja, hogy ha L és K adott pozitiv szamok, neN', akkor a
b = L — képlettel megadott sorozat korlatos, szigorian
1+K-0,75
monoton novekedo, és E—E b =L. (7 pont)
Megoldas:
a) Lasd: Sorozatok 33, feladat
b) Lasd: Sorozatok 33. feladat
¢) (Mindenhol felhasznaljuk, hogy a feladat szbvege szerint L, K, n pozitiv

szamok.)
A |b | sorozat alulrél korlatos, mert minden tagja pozitiv (egy also korlat

peldaul 0). (1 pont)



A b, | sorozat feltilrdl is korlatos, mert z - < L (minden ne ¥’

1+ K-0,75"
esetén), hiszen a tort nevezdje 1-nél nagyobb. (A |b_| sorozat tehat korlatos.)(2 pont)

A {0,75"| (mértani) sorozat szigorian monoton csokkeno, ezért az

{1+ K-0,75"} sorozat is az. (1 pont)

Ebbél kivetkezik, hogy az { - } sorpzat szigoruan monoton névekva.

1+ K-0,75"
(A 1B | tehat konvergens.) (1 pont)
Mivel Iim0,75" =0, (1 pont)
L L
igy lim = =L. (1 pont)

nex 14+ K.0,75" 14+ K-0
Osszesen: 16 pont

34) Egy aruhazlancban minden Kocka csokoladé vasarlasakor a csoki mellé
ajaindékba adnak egy ,zsikbamacska"” csomagot, amelyben egy kis
féemkocka van. A fémkocka mindegyik lapja siarga vagy kék sziniire van
festve tgy, hogy mind a két szinii lap eléfordul.

a) Igazolja, hogy (szinezés szerint] osszesen B-féle kocka van, ha a
forgatassal egymasba viheto  szinezéseket nem  tekintjiik
kiilonbézonek (6 pont)

b) Dérinak 7 kiilonbozo szinezésii kockaja wan, igy mar csak egy
hianyzik a teljes készlethez, hogy abbél nyaklincot készitsen
maganak., Mennyi annak a valdsziniusége, hogy ha 3 darab Kocka
csokoladét vesz, akkor meglesz a teljes készlete? [Fult&tule:hetjnk
hogy mindegyik kockafajta ugyanakkora
valosziniiséggel fordul el6 a csomagokban.) (4 pont)

Az abran lathaté ABCDEFGH kocka élhossziisaga

10 egység.
c¢) Szamitsa ki az ABG haromszig beirt Lkorének
sugarat! (6 pont)
Megoldas:
a) Ha a sarga lapok szama 1, akkor 1 megielelé kocka van. (lpont) | -
Ha a sarga lapok szama 2, akkor 2 lehetoség van:
ezek lehetnek egymaéassal szemkdézti vagy é€lben =~ =i
szomszédos lapok. (1pont)

'_
.'

Ha a sarga lapok szama 3, akkor ezek elhelvezkedeéesét
tekintve két eset lehetséges:

1. eset: Ha wvan koézottik két szemkozti sarga lap, akkor a ==
forgasszimmetria miatt a harmadik sarga lap egyértelmu, ezért ez 1
szinezési lehetdség. (1 pont)

2. eset: Ha nincsenek szemkozti sarga lapok, akkor a harom sarga
lapnak egy kizos csiicsa van, tehat ez is 1 szinezési lehetdség. (1 pont) | - || ‘I

Ha a sarga lapok szama 4 vagy 5, akkor a kék lapok szama rendre 2, =



bj
c)

illetve 1, igy ilyen szinezésbdl is 2, illetve 1 van (ugyanugy, mint 2, illetve 1
sarga lap esetén). (1 pont)

Osszesen 142+ 2+ 2+ 1=8 kiilonbézé kocka készithetd valéban. (1 pont)
Lasd: Valdszintiségszamitas 62, feladat
Lasd: Térgeometria 38. feladat

Osszesen: 16 pont

35) Kéet forgashenger alaka viaszgyertyank van. Az egyik gyertya

alapkorének sugara r, magassaga h, a masik alapkérémek sugara R,
magassaga szintén h. A két gyertyat dsszeolvasztjuk, majd a viaszbol egy
ugyancsak h magassagh, forgashenger alakii gyertyat oOntiink
(r,h,R>0).
a) Igazolja, hogy az igy kapott gyertya alapkoérének sugara legalabb
J2rR. (Az ontés soran felléepo anyagveszteségtol eltekinthetiink.)
(S pont)

Egy forgashenger alaki tortat egy 15 cm sugari, félgomb T

alaki védobiara alatt helyeziink el. A torta a félgomb / ; \\
hatarolé korének sikjan all, és a torta fedolapjanak I;’ 1\
hatarolo kore a félgombre illeszkedik (az abra szerint). 2~
b) Igazolja, hogy az m cm magassagi torta térfogata Ikobcentimeterhen

mérve) 225zm — rm®. (0 < m < 15) (4 pont)

c) Igazolja, hogy a védobiira alatt (a fent leirt moddon) elhelyezheto
maximalis térfogatii torta térfogata kisebb, mint a félgomb

térfogatanak 60%-a! (7 pont)

Megoldas:

a) Az Osszeolvasztas utan kapott gyertya v térfogata
V =r’zh + R*’zh = (r* + R*). xh, (1 pont)
alapkorének sugara szh =\r’ + R*, (1 pont)
Bizonyitand6, hogy vr’ + R* > J2rR . (1 pont)
Négyzetre emelés és rendezés utan kapjuk, hogy r" + R -2rR =0, azaz
(r—R)' =0, ami igaz.

2 3
J2 -vel osztva kapjuk, hogy i =+rR , ami éppen a két pozitiv szam
négyzetes és mértani kozepe kozti egyenlotlenség, igy igaz.
(Az 1] gyertya sugara valoban legalabb m ., €s egyenloseg csak r = R esetén
all fenn). (2 pont)

b) Az abra az m magassagu henger forgastengelyén
athalado egyik sikmetszetét mutatja. A bura sugara 2r
15, a torta alapkérének sugara r (0 <r <15). 13 b
Ez dertljon ki a valaszbaol. (1 pont) .
Pitagorasz-tétellel: r’ +m? =15°, ' 7
ahonnan r* =225-m®. (1 pont)
Az m magassagi torta térfogata V = r’rm = (225 - m?)rm = 2257m — rm®
valoban. (2 pont)

c) A bura alatt elhelyezheto legnagyobb térfogata tortat keressik.



A 0<m<15 nyilt intervallumon értelmezett V(m)=225rm-am’
fliggvénynek ott lehet maximuma, ahol a derivaltja 0. V'(m)=7(225-3m?).

(1 pont)
225-3m° =0 , azaz m*'=75, m=J75= 5.3 (ez eleme az értelmezési
tartomanynak). (1 pont)

V'(im)=-6xm
Ez negativ, ha 0 <m <15, tehat V-nek maximuma van, ha m= S\E. (1 pont)
A maximalis térfogati forgashenger magassagara m =53 (= 8,66),

alapkérének sugarara r’ =225-75 =150 teljesil, (1 pont)
ezért a maximalis térfogat V., =r‘zm =1507-53 = 750x - JE{:: 4081).
(1 pont)
- I 2-15°x
A felgomb alakn buara térfogata = 22507 (= 7069), (1 pont)

az alatta  elhelyezheté  legnagyobb  torta  térfogata ennek
7507 - 3 = ﬁ[w 4031] = 0,577 -szerese, ami valoban kisebb 0,6-nal. Az

2250rx 3 7069
allitas tehat igaz. (1 pont)

Alternativ megoldas:
Mivel m=+15"-7", ezért a henger térfogata r flggvényében:

V(r)=r‘am=r‘r-y225-r" (0<r<15). (1 pont)
3
A félgdmb alak( bura térfogata AL =2250r, (1 pont)
- [ 2
oy e Kell 1, By 0 Y229 T a6 (1 pont)
2250x
Rendezés utan r’-+225-r* <1350. (1 pont)
Mivel mindkét oldal pozitiv, négyzetre emelhetlink, majd osztunk 4-gyel:
%-%-{225—r£}c455625. (1 pont)
A bal oldal harom pozitiv tényezojére alkalmazzuk a mértani és szamtani
] 3
y2 g2 s +'r'- +{225—r"*]
kozép kozti egyenlotlenséget: — - —(225-r7) < 2 2 - _ 75°

(1 pont)
4

Egyenloség csak % =225-r%, tehat r=+150 esetén van (ez a maximalis

térfogata torta sugara).
Mivel 75" =421875< 455625, és lépéseink ekvivalensek voltak, az
allitast belattuk. (1 pont)



Alternativ megoldas:
Az abra jeloléseit hasznalva m=15sina és

r=15cosa. o

Az m magassagu torta térfogata: =

V(a)=225zm-xm"' =3375x(sina —sin’ a) / 15 o
.ﬂ' ' o

[D <a< EJ i r

A bura alatt elhelyezhetd legnagyobb térfogata tortat keressik, (1 pont)

A Vfliggvénynek ott lehet maximuma, ahol a derivaltja 0.

'Lf'[cr]=33?5ﬂ{cns&—ﬂsin3&cﬂsﬂ:} (1 pont)

cosa - 3sin’ acosa =cosa(l-3sin’ ) =0

cos’ a—2cosasin’ a=0

cns&{msza—zsinzﬂ) =0

Ccos c‘:{l —3sin’ a} = () akkor teljesil, ha cosa =0, sina =% (hiszen sinea > 0).
(1 pont)

cosag =0 nem lehet, mert G{{I«:%, simr=% helyen V'(e) pozitivhol

negativba valt, igy V-nek itt ma}:imuma van (@ = 0,6155 radian). (1 pont)
A maximumbhelyen m=15- \,.'_ —Sf = 8,66), r*=225§=15ﬂ.
V... =r'am=150r-5J3 = 750z - J3 (= 4081) (1 pont)

2:15°x

A felgdomb alak(a buara térfogata =2250x (= 7069), (1 pont)
az  alatta  elhelyezheto  legnagyobb torta térfogata  ennek

7507 -3 - JE[H 4031) = 0,577 -szerese, ami valéban kisebb 0,6-nél.

22507 3 7069
Az allitas tehat igaz. (1 pont)

Osszesen: 16 pont



